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PROGETTO 

DI VIVA LIVELLAZIONE GEODETICA 

nu n, HM i L’ UDRUTIIIO. 



Tra i lavori lasciatici dal valentissimo signor Pergola, Capitano 
del Reai Corpo del Genio, vi ha una livellazione geodetica fra Torre di 
Termoli e l’Osservatorio Topografico , la quale fornita com’ è dell’al- 
tezza diretta di ciascun punto estremo sul mar sottoposto , potrebbe 
determinare la dilTerenza di livello tra l’Adriatico ed il Tirreno, se 
per avventura non fosse basata su triangoli molto grandi , e su di os- 
servazioni reciproche non contemporanee : ciò che la rende soggetta 
ad errori inevitabili non molto piccoli precipuamente a causa della 
refrazione. Però c u i m ni qu e-vL lavoro-di Fergola non possa garentire la 
differenza di livello dei due mari , e giustamente poiché non istituito 
a tale scopo , pure , recato innanzi per quattro vie diverse , ci 
mostra con accordo maraviglioso , che 1’ altezza diretta di Torre 
di Termoli è maggiore di quella derivata dall’ Osservatorio Topo- 
grafico , ed in conseguenza che il livello dell’ Adriatico è piìi basso 
di quello del Tirreno. Ora un fatto cosi contrario al principio , 
che i mari stretti hanno un livello più elevato dei larghi mari 
con cui sono comunicanti * , mi menava all’ idea d’ istituire tra 
il Tirreno e l' Adriatico una livellazione molto rigorosa , la qualo 
soddisfi nel tempo medesimo alle quattro condizioni qui esposte: 


• Encycl. Metrop. Tides and Waves p. 377 , e Philos. Trans, 
parte 1.* 1843. 
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1.0 di porre a luce la questione importuatc se tra i due 
mari sieri differenza di lirello ; 

2. * di offerire uno studio esatto delle loro maree con- 
temporanee; giacché noi manchiamo di un preciso paragone, comunque 
instrutti che quelle dell’ Adriatico sieno molto maggiori * ; 

3. ® di studiare le refrazioni terrestri, derivandole non solo 
da misure zenitali , ma ancora da osservazioni barometriche e 
termometriche ; 

4. ® di presentare le variazioni che il coeflìciente di refra- 
zione assume in conseguenza della pressione e temperatura atmo- 
sferica , onde applicarlo alle misure zenitali non contemporanee e 
dedurne differenze di livello possibilmente esatte. 

Ho voluto poi di questo mio pensiero farne il soggetto di 
poche pagine , ove ho tracciato non solo i mezzi di ricerca da 
me creduti più idonei , ma indicato ancora il grado di esattezza 
che essi potrebbero garentire. 

Una livellazione geodetica tra due mari non è da reputarsi 
idea nuova , poiché tra i molti lavori di questa natura avvene uno 
stato eseguilo da Corabocuf tra ii Mediterraneo e l’Oceano *, 
ed un altro menato a fine dai professori Fusa Savitsch e Sabler 
tra il Mar Nero e il Gispio. Però il progetto che noi verremo 
tracciando discostasi affatto dai due menzionati ; nè può essere 
altramente , giacché se tra il Tirreno e l’ Adriatico esiste una 
differenza di livello ^ essa sarò una quantUò molto piccola , la 
quale potrebbe essere occultata se non altro dagli errori di stru- 
menti , di osservazioni e di refrazione; quindi i mezzi da impiegarsi 
bisogna che sieno speciali e delicati molto onde sperare di cogliere 
lo scopo. 

In generale una livellazione Geodetica istituita ad oggetto di 


• Le osservazioni di Toaldo { Pliilos. Trans. 1T77 ) ci dimostrano 
che a Venezia la differenza tra la bassa ed alta marca giunge sino a 4 
piedi , mentre sulle coste del Tirreno essa giunge appena ad 1 piede. 

* Si noti che nella livellazione indicata fu oggetto secondario il 
ricercare la differenza di livello de’ due mari , altramente l’ illustre Geo- 
grafo avrebbe usato metodi che meglio garentissero la delicatezza della 
questione. 
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assegnare ia differenza di livello tra due mari lia per fuiidnmonlò^ 
la determiuazione esatta del livello medio di un mare ris{)etto al 
primo punto della rete, c del mare opposto rispetto all' ultimo pun- 
to; ed inoltre la rigorosa livellazione tra gli estremi della reto stessa, 
operazione questa difficile a conseguirsi , perchè svariate cause 
di diversa natura coutribuiscx)no ad affettarla di errori. Oè posto 
le proprietà generali di cui deve godere la livellazione da noi ideata 
tra il Tirreno e I’ Adriatico sono le seguenti : 

1. ° Essa deve procedere tra un mare e l’altro per la linea, 
la quale sia nel tempo stesso la più breve e la meno ondulata : 
la più breve acciò vi sieno minori osservazioni a farsi , e quindi 
minor numero di errori : la meno ondulata , c perchè gli errori 
dei lati dei triangoli abbiano minore influenza sulla livellazione , 
e perchè sia più rigorosa l' ipotesi che tra due punti reciproci 
di osservazioni zenitali la traiettoria luminosa ha gli estremi di 
cgual curvatura tra punti vicini *. 

2. ° Oltre a ciò, supposto la linea di operazione esser quella 
che distendendosi tra Napoli c Manfredonia ha lo sviluppamento 
di circa 85 miglia, bisogna non solo che la rete ordita tra questi 
due punti, la quale serve di base alla livellazione, abbia bastante 
esattezza , ma pure che i lati dei triangoli abbiano la lunghezza 
media di 12 miglia , onde con 12 triangoli si passi da un mare 
all’ altro senza temere che le distanze zenitali osservate agli estremi 
di ogni lato abbiano gli -angoli, ili xefrazione disuguali. 

3. ° Che la livellazione anzidetta sia di estrema precisione, 
cioè menata avanti con grandi c buoni strumenti ; elioscopii ; eccel- 
lenti metodi di osservazione, e sia basala sudi misure zenitali reci- 
proche e contemporanee eseguite da tre valenti operatori ai vertici 
di ogni triangolo, in diverse ore c giorni. Inoltre fa d'uopo che 
tale livellazione sia accompagnata da una serie di osservazioni baro- 
metriche e termometriche contemporanee, se, come indicammo, 
vugliansi le variazioni del coefficiente di refrazionc c nello stesso 
tempo uno studio sulle refrazioni terrestri. 






‘ Nelle livellazioni geodetiche si mnovc ordinariamente dall’ ipotesi 
che la traiettoria luminosa tra due punti reciproci abbia cgual curvatura 
ai suoi estremi ; ciò non è vero , se non se nel caso speciale che i due 
pillili sieno tra loro poco distanti , c poco differenti di livello. 
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4.* Inflne si deve basare la livellazione in parola ad esatte 
c contemporanee osservazioni di marce circocquinoziali eseguite in 
primavera ed in autunno agli estremi del lavoro, ed a questi ben 
collegatc. 

Nò tutto ciò è bastevole per ottenere la precisione che da noi 
si rie liiede , poiché alle norme generali ora esposte bisogna aggiun- 
gere ancora altri particolari mezzi , onde menomare gli errori 
inevitabili , i quali non sono di piccolo momento jwr la ricerca 
che ci proponiamo. Epperò al proposito faremo notare che gli 
errori, i quali possono incontrarsi in una livellazione rigorosissima 
ed alterare i risultamenti , hanno origine dalle seguenti cause : 

I. dagli errori , che presentano gli strumenti nella gradua- 
zione dei lembi , nella flessione dei cannocchiali ec. : 
n. dagli errori di correzione degli strumenti: 

III. dagli errori di puntatura e di lettura commessi dall’ope- 
ratore nelle misure zenitali: 

IT. dagli errori che introduce il coefficiente di refrazione 
adottato : 

y. dall’errore esistente nella distanza orizzontale di due 
punti tra quali si eseguono misure zenitali: 

VI. dagli errori cui van soggette le stesse osservazioni di 
maree , i quali influiscono sull’ altezza diretta di un punto fìsso 
rispetto al livello medio del mare sottoposto. Indichiamo ora i 
mezzi come diminuire cosiflàtti errori ed apprezzarli. 

Non avendo noi a dire nulla di nuovo sugli errori della I.‘ 
e II. “ specie , assumeremo i primi essere stati studiati su tutti e 
tre gli strumenti da adoperarsi , coi metodi indicati da Gauss e 
da BesscI , lo che ci porrà in grado di eliminarne possibilmente 
r influenza ; e che i secondi sieno diminuiti mercè le buone con- 
dizioni ; i metodi di osservazione ; e l’ esattezza. 

Quanto poi agli errori della III* e IV* specie noi vorremmo 
che le condizioni atmosferiche in cui si eseguono le misure zenitali , 
non escano dai limiti qui indicati : cioè di oggetti distinti o 
quasi distinti ; immobili o paco oscillanti, e con atmosfera in istato 
di cedma , o di poco vento ; ciò che ci produrrà il vantaggio di 
restringere considerabilmente gli errori , che ciascun operatore 
Incontra. Anzi chiederemmo ancora che tutti e tre gli operatori 
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forniti de’ proprii strumenti , prima d’ intraprendere le osserva- 
lioni effettive , si assoggettino alla seguente pniova : cioè dallo 
stesso luogo di osservare contemporaneamente il medesimo se- 
gnale * , distante da loro per circa 12 miglia , e , usando i 
metodi più adatti e la massima diligenza , di misurare molte serie 
con oggetti distinti , quasi distinti ; immobili, poco oscillanti ; con 
calma e con poco vento ; la qual cosa ci condurrà a trovare 
r errore medio di ciascun operatore in ognuna delle condizioni 
enunciate a dedurne poi : 

a) il numero delle osservazioni sfavorevoli che equilibra il numero 
delle favorevoli eseguite dallo stesso operatore ; 

b) il numero di osservazioni che un operatore deve fare per 
equilibrare quelle di un altro nelle stesse condizioni : 

c) il numero di osservazioni che un operatore deve fare per 
equilibrare l’esattezza delle osservazioni da un altro eseguite in 



c 


f 


diverse condizioni. 

Dietro di che, stabilito il numero di osservazioni che ciascun 
operatore deve fare acciò in ogni condizione sievi equilibrio , noi 
avremo i mezzi di regolare le osservazioni effettive da potersi 
trattare come quantità di egual peso, e di ottenere maggiore esat- 
tezza , e minore difficoltà di calcolo. 

Ciò posto moviamo dalle condizioni qui espresse : 

In un triangolo ABC (/Ig. /), ai cui vertici si eseguono le os- 
servazioni zenitali contemporanee, i lati AB , AC, BC li chiameremo 
rispettivamente 1 , , , 1, ; indicheremo con z, , la distanza zenitale 

di B in A , e con z| , la reciproca ; noteremo ancora con z, la 
distanza zenitale di C in A , e con si la reciproca ; Analmente 
con z, la distanza zenitale di C in B a con z' la reciproca. — 
Nella stazione A esprimeremo per c, l'altezza del segnale sul centro 
dello strumento quando si osserva B : per ci lo stesso elemento 
in B , quando si osscna A ecc. In ultimo chiameremo A, la diffe- 
renza di livello tra A e B ottenuta dalle osservazioni fatte in A ; 
A' la stessa quantità dedotta dalle osservazioni eseguite in B e cosi 
via. Adunque le differenze di livello tratte dalle osservazioni eseguite 


> S’ intende che al segnale osservato il ponto di mira sia un elio- 
scopio. 
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... da A osservalo B 

à;=c;+i.cot(zi-pg 

. , . reciproca 

à,=c.+<.cot(;,— j3/.) 

... da A osservalo C 

ài=cÌ4-l.cot(ji;— l5/,j 

. . . reciproca 

Ò3=^-|-l,cot(s.— 

... da A osservato C 

à;=c;+i,coi(z;— 13/.) 

. . , reciproca 


tC) 

ai Irò imnli polraniio cosi esprimersi 


vi)' 


Or se la refrazione riguardasi come costante per lo spazio di un 
ora , c si voglia porre a calcolo una serie di osservazioni eseguite 
in questo tempo, devesi ]3 considerare costante. Però siccome noi non 
conosciamo il coefficiente di refrazione esatto , cosi, usandone 
uno approssimato, nelle equazioni antecedenti le ò, les, e le (3 
saninno affetti da piccoli errori; quindi se chiamiamo H ,Z cB, 
le quantità esatte a queste corrispondenti ; avremo tra le quantità 
esatte le relazioni 

= + =0 

= =0 

= =0 

= H. -I- H. 4- h; = 0 , 

ossia 

/ <p,=c,-l-l,cot(Z, — Bl,)-|-cI-|-^lcol(Z,' — Bf, ) =0 

(•')'' 1 <P«=e,-H,cot(Z, — B/,)-|-ei-l-^,col(Zl — Bi,) =0 

• <p,=r3-Hf.cot(Z.-B/,)-t-ci-M.cot(Z;-IWj =0 

\,f,=c,4-l,col;Z.— Bt.)-t-c,-H3<K>l(Z.— B/,)+cl+ljCot(Zi— B/J=0, 
e tra le erronee si avranno le altre relazioni 
h, h[ . . . . ~ n, 
ò, -+■ ò' . . . . = w, 

h, + h[ = M, 

+ h,-{- h'^=n^: 


c.4-l,col(s.— ^l,)-t-c;-H,col(j|— ) =n, 

I c.-M«cot;z, — — (3/,) =«, 


cioè 


I C, + l,C0t(z, —pi, ) . 

.c«-H«cot(z, — ^^l,)-K,-t-liCot[s, — pl^]-^c[-{-l,col{z [ — 
ove le « esprimono le contraddizioni che derivano dagli errori 
delle z c delle p. Che se nella prima delle (2} diamo a Z , e B , 
gli accrescimenti dZ e dB , si avrà 

, _ , /l'Hl IjrfB 

scii«(Z,— B/,] scn*("Z;— Bt.) seu*(Z— BIJ scn«(Z;— IM.) 
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Ma In Geotlosia Ira Z„ ZJ e B d offre la relazione Z,-t-7,' — 2B?^,= 180", 
dunque 8cn(Z, — B',)=scn7i — B/,) : die anzi nel caso nostro essendo 
Z, e ZI prossimi a 90* , gìaccliè i punti son poco differenti di 
livello , possiam ritenere scn'(Z, — Bl,)=l , e sen’(Z| — B/,)=l , ed 
avere perciò d?,= — i,dZ, — /,dZI-t-2/JdB. 

In qnesta equazione poi è facile osservare die df, corrisponde 
esattamente ad n, , c dZ, , dZ| e dB esprimono rispettivamente le 
correzioni che debbono subire le Z e B per divenire esatte; duniiue, 
procedendo sulle altre equazioni (2) come sulla prima e cambiando i 
segni delle correzioni, si avranno le seguenti equazioni di condizione. 


/«.— /.dZ. — /.dZ;+2/;dB =0 

) n.— /.dZ.— /.d?H-5U;</B =0 

in, — l,d7., — l,dZ', +2<;dB =0 


1, «*— /.dz,— /.dZ.— I,dz;+ (/;+/:+/;)dB=o 
3Ia per la natura di B devcsi nel caso nostro riguardare dB 
come costante , dunque se differenziamo le (I; in tale supposizione 
si airi 


l/dZ[ =0 

— — IJd/.l = 0 

— — =0 


— /.<?dZ, — /, WZ. — l,m[ = 0 : 

e so le prime tre di queste equazioni sono moltiplicate ordinata- 
mente per i fattori indotemiinati A , C , D si avranno le 
— At.ddZ, — A/,JdZ| = 0 
— ajdZ, — ajdZ'. = 0 
— D/.ddZ,— D<.ddZ| = 0 . 
che paragonate all' equazione del minimo 
(5) . ■ . . dZ.<rdZ.-f-dZ;<f</Z|-l-dZ,JdZ;-h<iZ.'^dZ:-f-dZ,<fdZ,-+-dZ;WZ;=0 
si avrà 






/'dZ,=— Ai, : dZ| = — Ai, 

(6)-.. dZ,=— Ci. : dZ;=— Ci, 

[dZ, = — Dl, ; dZ'=— Di, 

i quali valori sostituiti nella (4) , ci daranno le equazioi 
qui registrate 

/n.-f-Ai:-f-Ai:-f-2i:dB =0 

/■j', 1 n, -f- C/I -|- C/J 2/|dB — 0 

)n,+D/;-|-D/;-(-2/;dB =0 


n, Ai*. -H Ci*. + Di*, -1- (C ì: - t- iJ),/B = 0 . 
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Ove si vede che la quistione è ridotta a determinare , per mezzo 
delle quattro ultime equazioni , il valore di A » C , D , dB , e , 
introducendo nelle (6) i valori di A , C , D , ad ottenere le cor* 
rezioni #Z, , , dZ, , <^Z,' , JZ, , JZj , oltre dB già determinato. 

Adunque noi con questo metodo , il quale unicamente manca 
di applicazione , possiam conoscere in ogni triangolo della rete, 
non solo l’ esatto coelfìciente di refrazione che gli conviene nelle 
diverse condizioni di temperatura e pressione atmosferica media 
avuto luogo in ore e giorni diversi , ma anche l' errore corrispon- 
dente delle misure zenitali contemporanee ; cosicché ponendo in- 
sieme tutte le osservazioni possiam dedurre 

1. " il coefficiente di refrazione medio che corrisponde ad 
una data temperatura e pressione atmosferica ; la qual cosa sarà 
utilissima nelle livellazioni importanti, onde ottener differenze di 
livello possibilmente esatte da misure zenitali non contemporanee 
coordinate ad osservazioni termometriche e barometriche ’ : 

2. ° un coefficiente di refrazione medio mensile da appli- 
carsi a misure zenitali di minore importanza non accoppiate ad 
osservazioni termometriche c barometriche : 

3. " una livellazione barometrica , la quale sarebbe utile se 
non altro per apprezzare il grado di esattezza , che un lavoro di 
tal natura può raggiungere in paragone di un altro geodetico : 

4.0 le variazioni degli angoli di refrazione agli estremi di 
ogni raggio visuale , non solo deducendole dalle misure zenitali , 
ma anche dalle osservazioni termometriche e barometriche : 

3.* le differenze di livello tra punto e punto colla maggiore 
esattezza possibile : 

6.” l’crror medio che affetta una differenza di livello dedotta 
da un altra sino all' ultima : ciò che sarà per noi assai importante, 
giacché ci farà giudicare se la livellazione eseguita con i prescritti 
metodi possa giungere all' esattezza necessaria, ed ecco in qual modo. 

* È utile notare due cose ; una , che in queste operazioni potreb- 
bero esser vantaggiosi i termometri e barometri metallici per la facilità 
del trasporto ; I' altra , che le osservazioni de’ barometri e termometri 
non recano all' operatore ninno impaccio potendo esser affidate all' aiu- 
tante incaricato degli eliscopii. 
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Per le eonsideriizioni nnlocedeiili noi {;ià «bhiim conoàciulo 
il tulorediB, dunque adoUaiidulu nella serie di clic ci occupiamo, 
riguarderemo d' ora in poi II come costanlc c sarà 


( 8 ). 


I^‘=a =- 

’t/Z. ' 

i/z; “ ““ “ 

0 - 
rfZ.~ ■“ 

^=0 = 

Mi * • 

dtp, ^ 


dZ. 

d<p, 

\m; 






</<p, 

m!' 


:b.= 


‘^=V: 

dZ. ‘ 

m: 

dZ,-"‘ 

‘■^z=b - 
Mi “■ 


. .0 


dzr 

= c = 0 

dZI * ■ 

^i5-’=c = ..0 

dZ. • 

_ - . 
iiV~ 


. .0 


d<p. 
dZ, 

dz:~ ‘ 


: r„ = — /, 




^^* = d : 

dZ, ‘ 

-'?4=d - 
dz; “ 

-^-‘ = d : 

dZ. ' 

= d : 

dz; 

: 

dZ, “ 

= d : 

idz: ‘ 


: . . 0 

-I. 
. . 0 

: . . 0 


Or se tra due punti A o C esistesse la sola relazione 
(9) H. = ^^Z, = l.cotZ, — Bl.' 

con facile procedimento otterremmo m crror medio di A, , cono- 
sciuto m, errore di z,; di falli nella ecpiazionc differenziale della 9) 
cioè 


(10) dlI. = -j(i,dZ. = xiZ. 

Sostituiti ai differenziali gli errori m ed »i, , lo clic è lecito , si 
avrebbe inm = W.i«,»i,. Wa siffatto metodo sarebbe nel caso nostro 
poco esatto, giacché siccome H,= — III, ed Ha-t-H, = — H, , 
siamo obbligati a considerare H, implicitamente come funzione 
Oi fi » ?« . ?3 « ?4 ; per la qual cosa volendo noi dare al di II, una 
forma generale dobbiamo esprimerla cosi 

(11) Hi = /*i?i + ^i9% 

ove le k esprimono coeflìcienli indeterminali che coll' applicare le 
correzioni svaniscono insieme alle f, epperò differenziata la(tl^, 
l' equazione differenziale avrà la forma seguente 

(12) .... dii. = L,dZ, -t- V.M.i .... LldZi 



V 


* 11" si è introdotto per rendere 1' ciiuazione omoguiea,e l'eipia- 
zionc è ridotta a tale fra la cousiderazione che scn'(Z--It/,)-=l 

-) 
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in cui si voile focilmeiitc che 


;i3) 


L , = X, -t- o , A; , -t- i c, A , ( J , * 4 

j LI =0 + j 


Il;=( 


:0 -+-a,,A,-t“iV‘!! 

0 come 

; 

cosi l’ equazioni del minimo = 0 = 0 

■ ■ ■ ~ ** O'iranno 


(14) 


/'0 = (oX)-j-(art)Aj +(oe)A,-i-(ad)A* 

\ 0 = (6X) -f- (i///)A, -+- (W) A, + (Ac)A, -f- {bd)k^ 

I 0 = (fX) (ac)A, + (6c)A, + [cc]k, -}- {c(l)k^ 

0 = [(/X)-f-(nrf)Aj-|- (Ad)/.', + [c(l)l:,-\-[(ld]k, 

Ovo essendo note a , 6 , c , d e ) dalle equazioni (8) c (9) , noi 
polrem conoscere le h, che sostituite nelle (13) ci daranno le L; 
onde introdotti gli errori medii in luogo dei dilTereuziali sarà 

mm =• L,L,tn,ffl, -i- L,'LIm„m , 

c come lo nostro osservazioni sono di egual esattezza , o quindi 
7», = n», = «jj = . . . . cosi sarà 

(15) .... m = m,v/(LL). 

Per venire al concreto applichiamo questi principii al caso nostro, 
e supponiamo nel l.° triangolo che l’error medio di ogni distanza 
zenitale sia eguale ad 1", quantità che è nell' ordine delle nostre 
osservazioni , quando queste sieno eseguite con cura , buoni stru- 
menti ccc.; c fingiamo /,=8957'" , i,=980S’“ , /,=8599'“. Avre- 

mo per l’ equazioni (10) X = — — 0,04343, come pure per 

le. (8) 

d, = . . 0 
d. =— 8957 
d, = — 9808 
d^ = . . 0 
d, = — 8599 
d„ = . , 0 


a. = — 8957 

à, = . . 0 

c,= ..0 

«. = —8957 

à. = . . 0 

c, = . . 0 

11 

o 

à. = — 9808 

c, = . . 0 

n . = . . 0 

à. = — 9808 

c. = , . 0 

«,= ..0 

b,= ..0 

c, = — 8599 

«5 = . . 0 

= . . 0 

c, = — 8599 
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dunque l’ equazioni (t4) diverranno in tal caso — 

0 = -t- 0,0004 -+-16045834. ♦ * -+- 8022914. 

(5= >? • 19239774. -t- 9019884. 

0= * • * -t- 14789204, -4- 7394604. 

0= <: 8022914. 9619884.4- 7394004, -+- 20037394. 

10 che fi darà 

4, = — 0,0000029 L, = — 0,018 

4, = — 0,0000004 ed L.' =-+-0,018 ' 

4, = — 0,0000004 L. = — 0,004 

4. = -+- 0,0000008 L: = 4- 0,004 

L, = — 0,003, 

L;= — 0,003’ 

ed infine (LL) = 0,000349, epperò supponendo nella (15) m,=l, 
l’crror medio, che aCTetta la dilTerenza di livello tra A e B, sar,\ 
m = 0P*, 0186. 

Che se riteniamo esser dodici triangoli ABC (/ìg. 2) presso a 
poco uguali quelli per cui si passa dal Tirreno all’Adriatico, c le 
differenze zenitali affette da un errore che non superi 1" , seguendo 
la linea ABD* • -O, V crror medio dell’ ultima quota derivala della 
prima e dipendente solo dalle distanze dallo zenit, sarà non mag- 
giore di M = 0‘" , 0186x7=0'*, 1302; altrellanto sarà seguendo la 
linea ACE- ■ - 0 , e per la linea diagonale ABCD- • -0 sarà fif , 2418. 

Noi non abbiam parlato fin qui del modo di ridurre al mini- 
mo e di trovare gli errori della V specie, e del modo di apprezzare il 
loro influsso sullo differenze di livello ; adunque diciamone qualche 
parola , però accennatamentc , poiché questo argomento potrebbe 
esso solo formare il soggetto di molte pagine . ed a noi molto ci 
resta ancora a discorrere. 

Supponiamo , come indicammo a principio , che la rete , la 
quale servo di fondamento alla livellazione tra i due mari , si 
costituisca di dodici triangoli ABC, BCD » MNO (fg.2). 

11 miglior modo che ci si offre , onde mcnomcarc gli errori degli 
angoli ed in conseguenza dei lati , é quello di misurare accurata- 
mente tre piccole basi una nel mezzo, a mò d’esempio GH, 

‘ Basterebbe che le basi fossero lunghe di un miglio , purché esse 
sieno congiunto alla refe convenientemente. 
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e due alln' AB , NO quaulo più si può verso gli cslrctni; poiché 
(li tal maniera, per delcrmiiinre gli errori, noi avremo dodici equa- 
zioni di 2''" classe , le quali risultano dalla condizione che gli 
angoli di ciascun triangolo corretti dello eccesso sferico uguaglino 
In somma di ISO” , c due e<juazioni di 3“ classe , che derivando 
dalle tre basi , che chiamo N , N' , N" , saranno 



Mi — A? ^ FG __ N _ 

GH ~ BC ^ CD ^ DE ^ fTT ^ FG ^ GH ~ F “ 
scnRCA scìiiBDC s(n)CRD senDFE senEGF senFHG 
setiBAC ^ senCBI) ^seiiDCÈ ^ senFDF ^ senFEG ^ seiiGFH 



) !ÌIi_^‘ÌL iii ÌA Ai- LAI MN _ N' _ 

/ NO ~ HI ^ IK ^ Kl, ^ I.M ^ MN ^ NO ~ N" ~ 

l senHIG seiiHKl senlLR senKML soiiMNL senMON 
' seiiHGl^ senili K ^senKlL^senLKM^soiiMI^N^ sonNMO 


Epperit con i metodi di compensazione conosciuti , dalle quattordici 
equazioni noi possiamo dedurre gli errori degli angoli orizzontali 
ABC , B(ÌA ... , c r crror medio dei Iati. Ora per non dilungarci , 
se ammettiamo che i calcoli ci diano per error medio del primo 
lato AC=ta< quantità , l' inllusso di tal errore sulla dilTc- 

renza di livello tra A c C sarà con bastante esatb'zza. . ». 

Per la qual cosa supposto a = 0i» , 1 ^ Io che è veramente molto 
per un lavoro eseguito con estrema cura ) ed A,=3C'’,0 ; l^= 8000'” ; 
r crror medio che può affellare la dilferenza di lividlo tra A e C 
sarà » = 0,0006: cosicché, fingendo uguali a jx tutti gli errori 
dei lati dal primo sino all' ultimo punto della rete , f crror medio 
deir ultima quota per l' influenza degli errori dei lati si accresce 
solo di C'*,00i2 seguendo le lince laterali , e di 0,0078 seguendo 
le diagonali. Epperò, riunendo gli errori delle distanze zenitiili e 
quello de’ lati, f ultima quota, guardala come risultamcnto di tre 
linee di livellazione afFette dagli errori accennati , avrà f crror 
medio =C^‘,089. 

Finalmente restar! a jtarlare del modo come ottenere sulle 
osseri azioni di maree errori minimi; del mudo di determinarli, e di 
apprezzare il loro iiiilusso sulla livellazione di cui ci occupiamo. 
Laplace ha fatto vedere nella sua Meccanica Celeste che il livello 
medio delle maree cipiinozinli può riguardarsi quasi esente dalla 
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influenza luni-solarc , ond’ ò che alcuni propongono lo studio delle 
maree nel tempo degl’ cquinozii per dedurre la siipcrficit! media 
di livello. Però anche ammesso clic il principio di Laplace fosse 
rigorosamente esalto , ciò che l’ illustre scrittore non ha , inteso 
di dire , non sempre può tornar facile di osservare una marea 
equinoziale per due cause: 

1 perchè nei mari chiusi qual’ è il Mediterraneo , come la 
differenza tra le basse od alte maree non eccede qualche piede, 
così essa in talune posizioni della luna è così insensibile che un 
leggiero vento impedisce di misurarne con esattezza le leggi : 

2.“ perchè se in uno degli eipiinozii il mare trovasi tempe- 
stoso si deve attendere il seguente per osservar la marca. 

Adunque tal metodo non è nò rigoroso nò utile , c merita 

preferenza quello di studiar le marce sezige equinoziali , le quali 

presentando gran differenza tra le basse ed alte , fan sì che l' in- 
flusso degli errori di osservazione sicno piccoli , e che queste 
possano eseguirsi in qualunque mare chiuso senza inconveniente. 

Anzi limitandole a 2 sezige prima e 2 dopo ciascuno di due 

successivi cquinozii , si può ottenere un grado di esattezza sulliciente. 

Ora ammesso che nella quistione di cui ci occupiamo vogliasi 
adottare il metodo delle osservazioni sczigiali , noteremo che , 
ottenuta la quantità per cui 1' alta marca si solleva sul livello medio 
delle acque in una sezige, se ripetesi in un' altra lo stesso procedi- 
mento , troveremo che essendo cambiate le posizioni del sole e 
della luna , 1’ altezza del mare sarà diversa ; anzi nò la prima nò 
la seconda sarà quella che avrebbe il mare nel tempo dell’ equinozio 
a media distanza lunare , quantità costante per ciascun luogo , e 
che noi possiamo ottenere per le seguenti considerazioni. Si chia- 
mi a r altezza della marea equinoziale a media distanza lunare ; 
indichi A l’ altezza dell’ alta marca sezigia osservata sul livello 

medio del giorno; sin fìnalmente x tal quantità che — =o, egli 

X 

è chiaro che se possiam procurarci x ed A, dedurremo immediata- 
mente il valore di a. Ora il valore di x ce I’ offre l’ equa- 
zione x = Ci’eos'D C'PVos’D' improntata dalla Mcccniiica Ce- 
leste di Liiplace ove D e D' indicano rispettivamente la dei lina- 
zionc del Sole c della Luna nell' istante della sezige ; P la parai- 
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teismo orizzontalo della luna ; i I' unità divisa pel raggio vettore 
della terra ; C , C' due quantità costanti , sicché logC=9-38987 , 
logty = 9-2f)V5i ; adunque iwr deìcrminare a dobbiam conoscere 
prima A. 

Si sa che il moto dello terra , l’ inerzia delle acque ed altre 
cause non ancor definite portano un ritardamento di 36*' al fe- 
nomeno della marca , ossia altramente detto che lo marea di un 
giorno qualunque vien determinata dalle condizioni in cui il Sole 
e la Luna si trovavano Sfi** prima , e che un tal fallo pud ri- 
guardarsi coslaiilc in tutta I' Europa. Oltre a ciò ò nolo come le 
coste, presentandosi in diverso modo al viaggio della marca , pro- 
ducono un altro ritardo locale , che dicasi Stabilimento del Porto, 
c che indicheremo con S. Adunque Talla marea sezigia avviene 
3r)'' + S'‘ dopo la sezige , epperò , ritenendo che il livello medio 
sia determinato dall’ elevazione dell' alta marea sulle due basse 
circostanti * , c che l'intervallo di tempo sia poco maggiore di 6*', 
ne risulta che , conosciuto prossimamente S , potrem dedurre l’ ora 
dell’ alta marea con approssimazione , e quella delle due basse 
marce circostanti , lo che tornerà utile a chiudere in una serie 
di osservazioni i tre punti di flesso della curva di marea e ad 
ottenere il livello medio del mare ed anche A. 

Ora noi possiamo conoscere prossimamente S ricavando l’ora 
M in cui avviene l’alta mnn'a in qualche giorno anteriore alla 
sazige ; di fatti noi abbiamo all’ uopo la formolaS = M — L — C, 
ove L è l’ora del transito anteriore più prossimo della luna al 
meridiano del luogo , C una correzione data dalla tavola di Bcr- 
nulli. Però dobbiamo notare che la determinazione del livello medio 
e di A non deve derivarsi da tre serie isolate intorno ai punti 
di flesso della curva di marea , poiché ciò darebbe risultamenti 

* Molti derivano il livello medio del mare ponendo in relazione 
r alta marca , c 1’ anteriore o posteriore ad essa con la bassa inter- 
media; ciò non mi sembra esatto, poiché sia ('/!</. 3 l’alta marea tra le 
basse circostanti c ed /: i punti e ed /*, essendo dipendenti da condizioni 

(piasi uguali, si troveranno sensibilmente allo stesso livello ed — espri- 
merà il livello medio del mare , quantità sempre maggiore di • 
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affetti da grandi orrori accidentali ; ma bisogna osservare l’ intero 
periodo della marea , cioè per circa 25'* , giacché cosi facendo 
si ha il mezzo di depurare le osservazioni da siffatti errori mediante 
il calcolo di compensazione. 

La marea è un tcnomcno periodico , il quale ricomparisce 
quasi sotto le stesse condizioni dopo lo spazio di circa 24*' , 50'" ; 
ciò posto tale fatto può essere assoggettato alla formola generale 
dei fenomeni i>eriodici data da Bcssel , la quale è 

(a) y=p-i-p'cosz-hq'scaz-i-p"cosiz-i-q"%tn2z. . . . 


ove y rappresenta I' altezza osservata ; z 1’ ora corrispondente 
ridotta in gradi della circonferenza chiusa dal periodo; p,p' ,q'. ■ ■ 
sono le quantità da determinarsi dipendentemente dal flesso luni- 
solare cd altre cause concorrenti. Oro considerato il periodo come 
una intiera circonferenza , ossia eguale a 3GU°, se si prendono 
gl’ intervalli tutti uguali tra loro , summultipli della circonferenza, 
sicché sommati insie.me a partire da 0 formano 1160°, i valori 
di p ,p' , q’ . . . saranno i seguenti 

( p -hx" 4-x'" x"— ) 

p' :ir:|(a-)-»'cos z-f-x"cos2s x’"cos3a 


(i) 


g' =—( x'sen z-t-x"sen2r-t-x'"sen3i-|— ■•) 

n' ' 

p" = -^(x-|-x'cos2z-f-x’'co34* -f-x'"cos0s 





x'senSi + x"seni;: -H x'"senCz +...) 


ove a . . . . rappresentano i valori di y corrispondenti agli archi 
O , 3 , 2z . . . , cd n il numero delle volte che I' arco z o contenuto 
in 360*. 

Applichiamo questi principii all' esempio di una marca da noi 
osservata ’ , ma prima di tutto notiamo due cose importanti. 

l.° Il periodo di una marca essendo di circa 24*' •50'” noi 
per comodità di calcolo lo supporremo di 24*' -iS*” , lo che non mena 





* Noi qui non parleremo di avvertenza da usarsi circa la scelta 
«lei luogo di osservazione ed altro , |)crchè supponiamo gli operatori 
forniti delle cognizioni generali che riguardano questo argomento ; ])erò 
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^ «d errore lipprczznbile ; dunque se 360" eorrispondono a 24-'*'48“, 
90" corrispondono n 6‘‘-t2™ , e 7"-30' corrispondono n 81“; per 
la qual cosa , se noi farciamo le correzioni ad intervalli di SI"", 
incominciando un’ ora prima del 1" minimo , avremo a notare 48 
\ osservazioni di altezza ed i tempi corrispondenti, onde i calcoli ci 
I torneranno molto agevoli. 

2.® Siccome gl'intervalli di tempo sono a 31“ di distanza l’uno 
dall’ altro , cosi per fare che ciascuna osservazione abbia un valore 
più probabile, esente per quanto è possibile da errori prodotti dal 
j, vento, o d’altra causa accidentale, noi ogni volta che sarem giunti 
al 31'" faremo quattro osservazioni e ne dedurremo un medio. Ciò 
premesso le osservazioni cosi ottenute sieno le seguenti 


Teirapo 

Allem 

Tempo 

— 
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8 ,03 


,098 

13 

,13 

1 

,091 

iomm 

1 

,002 

22 ,11 

2 

,192 

3 ,24 

1 

,108 

31 


,828 


44 

1 

,559 

3S 

1 

,171 

45 

2 

,132 

53 

1 

,011 

9 ,03 
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Ove , se dietro ciò che si è detto , convertiamo il tempo in parti 
della circonferenza che rappresenta il periodo a partire da 0 sarà 
(C = 0 (:=7".30')2;=la«.00'j3:=22“.30' . . . t(n— 1)“252«.30' 

U=1,089U'=0,979[ *"=0,923( »"'=0,981. .. (**—=1,109 
dai quali clementi con calcolo non molto lungo potrà ottenersi 
p=l,5702; j9'=— 0,0151;9'=+9,0383 ; p"=— 0,4633 ; 0,2901 

onde r equazione della curva di marea sarà 
(c)..y=l,5702— 0,0154cos3+-0,0383scnr— 0,4G33cos2z — 0,2901scii2s, 
nella quale sostituiti a s tutti i valori da 0 sino a 232". 31', si 
avranno i corrispondenti valori delle y, altezze compensato ri- 

iioii maiicliiamo di avvertire che l’ idrometro dovrebbe essere di tjuelli 
a due diaframmi e lungo circa dodici palmi , perchè è dimostrato che 
a tale profondità la mobilità delle acque diraiuuisce di 
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sulUnli dnl calcolo , che mesac a parallelo con le allezzc osservate 
<iaranno il quadro seguente 
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Or ci conviene trovare i e minimi di (fuesta oirva 

e le corrispondenti ore ; e per ol tener ciò neii' equazione (c) facciasi 
— 0,0154cosz-f-0,0383sens = Ase«(B-+-z}, emendo AeBquantità 
da determinarsi. Se svihippiamo il secondo membro si avrà .... 
— 0,01E34cosz-(-0,0383sens = AscnBcosz-t-Ac©sBìcn3 , e quindi 
sarà 

— 0,0154 = AscnB , e 0,0383 = AcosB , 

4' onde 


—0,0154 4-0,0383 


e tongB=:=^‘ 
e wngD Q óàSS- 


seiiB cosB 
e B=188‘’-06', A = — 0,0413. 

Parimente se si fa — 0,4653cos22 — 0,2901scn25=A'sen{B'4-2*), 
con lo stesso procedimento si ottiene B'=58*,04' ed A'= — 0,5484 ; 
dunque l' equazione (r) potrà mettersi sotto questa forma piu semplice 
(d). . .y=l,5702— 0,0413scn(158».OG'4-«) — 0,5484 sch(58».04'4-2z) 
Da questa equazione poi dobbiamo ricavare i massimi ed i minimi 
di che abbisogniamo ; adunque se la (BITereniiamo e facciamo il 
coefficiente difTcrenziale eguale a zero si avrà 

(f ) — 0,ai 13cos( 1 58*- 06' 4- 5] — 0,5481cos(58* • 01' 4 - 2;) = 0, 

equazione , che non poletidosi risolvere direttamente impiegheremo 
il metodo di approssimazione"; così se si richiede l‘ ora 2 di un 
nuissimo o minimo , noi nell' eqiiaziono iittrodurremo quella ap- 
prossimata che viene offerta dalle osscrvazioq^ che chiamo z, , c 
faremo z=z,-f-9 , ove 9 è una piccola quantuà da determinarsi 

nel modo che segue. 

Porremo I' equazione (c) sotto la forma generale 
— a cos(b 4- z) — f cos(d -+- 2z) = 0 , 
ove se a 2 si sostituisca il suo valore z,-t-9 , avremo 
— acos(à4-2, -t- 9) — ccos(d 4-22,4-29) = 0 , 
nella quale fatto b-hz] = C, e d4-22, =D si avrà 
— a cos(C 4-9) — c cos(D 4- 29, = 0 , 
e sviluppando nella considerazione che 9 è una piccola quantità , 
si avrà in fine 

, _ ^ acosC 4 - ccosP 

*''■ asenC4-2csenD 

* Ottenuto a questo modo 9 si avrà z ossia l’ora del massimi» 
o minimo richiesto : che se poi tale procedimento si ripete per 
ciascuno dei massimi e minimi si avranno i quattro valori dei 
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tempi in cui i fenomeni hanno luogo , e possono trovarsi le 
corrispondenti ordinate per mezzo di una delle equazioni (r) , (d). 

Applichiamo questi principii al nostro esempio e facciamoci 
a rioercare il 1.® massimo. Qui si ha che z,= lO6®-0', quindi 
nella equazione («) posto in vece di z, il suo valore ^i avrà 
-0,041 3cos(158* • 06'-f^l05o • 0'+ #) -0,5484cos(58* • 4'-t-2i0*. 
ossia 

— 0,0413 cos (263*. 0,5484 oos {268» • 4' 4-20) = 0 

nella quale, essendo C=263®*6' ; D=268°*4'; a=0,0413 ; ' 

c=s0,5484 , si ricaverà 9 = 1®'11', e sarà quindi z = 106“*ll', 
al quale tempo corrisponderà l’ordinala ‘^,1596, come si potrà vedere s. 
per mezzo di una delle equazioni (c) o (d). Con questo metodo si 
trova r altro massimo , ed i due minimi qui appresso registrati. 


N» 1 

MdòSIIII 

3 Id pad). 

3 In lempj. 

1 

i.® Minimo.* 

15® • ÓO' 

IO** • 02” 

IP',0171 

1.® Massimo. 

106 

• 11 

22 • 19 

2 ,1590 

2.® Minimo. 

198 

■ 07 

4 -49 

1 ,0260 

2.® Massimo. 

285 

• 44 

10 41 

2 ,0774 

• »l 


Or si tratta di trovare il livello medio delle acque in questa 
condizione ; epperò si prenderà il medio tra il 1.® c 2.® minimo 
che sarà 1>’‘,0215, |wichè il medio tra questa quantità ed il 1.® 
massimo , che corrispondo all' alta marea sezige , ci darà il livello 
medio uguale ad 1*”,5903. Però se riflettiamo questo è il livello 
medio del mare nell’ occasione della sezige , ma a noi fa (T uopo 
quello equinoziale a media distanza lunare ; quindi per ottenerlo 
bisogna trovare A ossia l’ altezza delia marea sezigia sul livello 
medio dei giorno che sarà 0"’',4691 ; dividere questo valore per 
a!=6^,938 *, cd avremo o = 0**’,80: valore che sarebbesi ot* 

' Si noti che nel dì dell' osservazione della serie recata in esempio era 
D=7».48'.00";D' = 8».23^.50" ;P=56'.33";logi=9. 9613. Con 
questi elementi si ricaverà che la 1.* parte del valore di » è 0,235 
la seconda è 0,703 e sommati tuttaddue tali parti si avrà x = 0,938. 
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tenuto dirottamente se si fosse ossenata la marea equinoziale a 
media distanza lunare. Qui poi si vede che la differenza tra a 
cd A è molto piccola perchè la luna per avventura si trova quasi 
a media distanza dalla terra ; ma potrebbe essere apogea o perigeo ^ 
e nel 1 caso A sarà molto minore di a , e nel secondo caso 
avverrà ii contrario. 

Abbiam fatto vedere come per l' osservazione di una marea 
sezigia si trova il valore di a , ed è facile concepire che ripetendo 
le stesse osservazioni in altri di sezigi si troveranno per a altri 
valori , che riuniti al primo e presone il medio si avrà quello più 
probabile. 

Ritornando poi alle osservazioni di marea recate in esempio 
si troverà mercè il calcolo di compensazione che I’ errore , ii quale 
può affettare il livello medio del mare dedotto da 8 serie equino- 
ziali di uguale esattezza non supera 0'*,001 , quantità che può 
quasi trascurarsi di fatti. 

La differenza di livello tra il Tirreno e l'Adriatico costituendosi 
di tre quantità ; cioè dalla differenza di livello tra il primo e I' ultimo 
punto della rete; di quella tra il livello medio del Tirreno ed il primo 
punto; c dell’altra tra il livello medio dell’ Adriatico o l' ultimo pun- 
to ; se chiamiamo u la differenza di livello dei due mari e per ordine 
*!*<•» f, le tre parli che la compongono ; sarà u = (, -t- 1, -4- 1,. 
Ora , supposto che lo osservazioni di maree fatto in ciascuno dei 
due mari abbiano lo stesso error medio 0**,001 e che tele errore 
si accresca di allrcllanlo per Io collegamento del punto estremo 
della rete al mare solluposlo , l’ error medio di I. come pure 
quello di t, sarà 0^,002 cd opplicando la fprmola conosciuta 

m = y' m,m, -+- m,m, -f- tn,m, ( ove m esprime l’ error medio di « , 
ed , m, , m, gli errori rispettivi di I, ) , l’ error medio 

della differenza di livello tra il Tirreno e l’Adriatico sarà 

m = 1^0,007921 -+- 0,000004-1- 0,000004= W»89 
Per lo cho siamo in diritto di conchiudere che se la differenza 
di livello tra i duo mari non è maggiore di 0 p, 089 , come è mollo 
probabile , essa non potrà sfuggire ni mezzi di ricerca da noi indicati. 

Puniam termine a questo scritto facendo notare che , per far 
seguito ad un lavoro come quello indicalo , tra i punti estremi 
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( 21 ) ^ 
dulia linea di livellazione se ne dovrebbe scegliere un altro inter- 
medio , conosciuto di distanza e visibile dagli altri due , ed in 
tutti e tre tali luoghi eseguire molte serie di osservazioni zenitali 
e meteoriche reciproche e contemporanee ; affln di ottenere con 
due soli colpi la differenza di livello di due mari. Pdrò come in 
tal caso gli angoli di refrazione sarebbero disuguali , cosi essi 
dovrebbero esser dedotti puramente dalle osservazioni meteoriche. 
Una livellazione poi eseguita a tal modo oltre di esser di veri- 
ficazione , potrebbe offerire molte utili conseguenze. 
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